Résumé

L’objectif de cet exposé est de présenter un outil récent de I'analyse mathématique : la
transformation en ondelettes. On donnera d’abord ’idée générale de la construction et les
résultats fondamentaux de la théorie. On présentera ensuite quelques procédés pratiques
de construction d’ondelettes et par la méme plusieurs exemples de bases d’ondelettes. On
terminera en expliquant briévement comment en pratique on peut traiter un signal a ’aide
d’une base d’ondelettes.

Ce travail a été réalisé conjointement avec Arthur Leclaire, et encadré par Vincent
Rivoirard dans le cadre de la premiére année de la FIMFA.

L’analyse de Fourier traditionnelle part du principe suivant : un signal peut étre vu comme
superposition de signaux sinusoidaux de différentes fréquences appelés harmoniques. Cette as-
sertion mathématiquement floue se concrétise a travers les formules suivantes : étant donné un
signal 2m-périodique mesurable f tel que f027T |f(x)|dz < oo, on peut calculer ses coefficients de
Fourier

27
ck = € f(z)e =y, (5)
2w 0

Dans plusieurs cadres, on peut alors montrer la validité de la formule d’inversion de Fourier

fl@) = cre™. (6)

keZ

Par exemple, on peut considérer l'espace L%W_per des fonctions f : R — C 2m-périodiques

mesurables telles que f027r |f(z)]2dx < co. Ce dernier est naturellement muni du produit scalaire

L ——
(f.9) = 5= f(x)g(z)dz

2 0
qui en fait un espace hilbertien. On peut alors profiter de toutes les propriétés géométriques des
espaces de Hilbert pour interpréter les formules (5) et (6). Le membre de droite de (6) prend
un sens comme série dans cet espace de Banach. Plus précisément, la formule d’inversion de
Fourier, dans ce cadre, se résume en disant que les fonctions

z— e (ke 7)

forment une base hilbertienne de L%W_per. Ainsi, on dispose d’une technique d’analyse des

signaux a travers leurs harmoniques : c’est pourquoi on parle d’analyse fréquentielle des signaux.
Celle-ci débouche entre autres sur la résolution de certaines équations, comme 1’équation de la
chaleur qui constitue l'origine des travaux de Fourier, ou plus récemment sur la compression
de données en résumant un signal a l’aide de la suite des coefficients de Fourier.

Toutefois, cette technique a plusieurs inconvénients. D’abord, mathématiquement, les idées
précédentes n’ont de consistance que pour des fonctions périodiques ; néanmoins en pratique on
observe des signaux sur un intervalle de temps fini et on peut donc les étendre par périodicité.
De plus, les coefficients de Fourier ne sont pas adaptés au traitement de signaux subissant des
perturbations locales : par exemple une petite bosse sur un signal va modifier tous les coefficients
de Fourier. Enfin, la vitesse de convergence de la série de Fourier n’est pas suffisante pour des
applications comme la compression de données.

La théorie des ondelettes vise & construire des bases hilbertiennes de L?(R) se comportant
mieux que la base de Fourier vis-a-vis des problémes exposés précédemment.
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1 Rappels

On rappelle ici quelques résultats qui nous seront utiles dans toute la suite.

1.1 Espaces de Hilbert

Pour les preuves des résultats de cette partie, on renvoie & [1]. En vue de manipuler des
fonctions a valeurs complexes, on se place d’ores et déja dans le cadre d’un espace de Hilbert
complexe que 'on notera H.

Proposition 1.1. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.
Alors on dispose d’un opérateur de projection orthogonale pp : H — F caractérisé par la
propriété suivante : pour tout x € H, pp(z) est l'unique y € F tel que

VzeF, (zx—uy,z)=0.

L’application pr est un opérateur linéaire continu de H dans F'. De plus, le sous-espace Ker pr
de H coincide avec le sous-espace F+. On en déduit alors H = F @ F*. Ainsi, dans un espace
de Hilbert, tout sous-espace vectoriel fermé admet un supplémentaire orthogonal qui est fermé.

En particulier, lorsque F' est une droite de vecteur directeur u, la projection orthogonale
sur F' est donnée par

Vee H, pp(z)=

Définition 1.1. Soit (E,)nen une suite de sous-espaces vectoriels fermés de H.
On dit que H est une somme hilbertienne des E, si les Ey sont deux o deux orthogonaux et
st le sous-espace vectoriel de H qu’ils engendrent est dense dans H. On note alors

=@ E..
neN

Dans le cas ot pour tout n, E, est une droite de vecteur directeur e,, H est une somme
hilbertienne des E, si et seulement si les vecteurs e, sont deur & deux orthogonauz et si le
sous-espace vectoriel qu’ils engendrent est dense dans H. Si de plus, les vecteurs e, sont de
norme 1, on dit que (ey)nen est une base hilbertienne de H.

Théoréme 1.1. On suppose que H est une somme hilbertienne des sous-espaces fermés (Ep, )nen.
On fize un vecteur uw € H et pour tout n on note u, = pg, (u). Alors on a :

00
U= 5 Un,,
n=0

oo
lll* =Y lunl?,
n=0

la premiére série étant convergente en tant que série dans l’espace vectoriel normé H.
Réciproquement, si pour tout n € N, u, € E,, et si > |up|> < oo, alors la série > u, est
convergente et si [’on note
[e.e]
U= Z Uy,
n=0

alors pour tout n, u, = pg, (u).
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En particulier, si (e,)nen est une base hilbertienne de H et si E, est la droite de vecteur
directeur e,, on a u, = (u, e,) e, d’oit ||u,|| = |{u, e,)| et par conséquent les égalités précédentes
se réécrivent sous la forme

o
U= E (’LL, en> €n,
n=0

oo
[l = [(u, ).
n=0

Réciproquement, si (ay, )nen est une suite de nombres complexes qui vérifie Y |y, |? < oo, alors
la série Y ayne, est convergente et si 'on note

oo
u = E Qpép,
n=0

alors
VneN, a, = (u,ep),

oo
[l = fan .
n=0

1.2 Transformée de Fourier

Pour cette partie, nous renvoyons a |6].

Définition 1.2. Si f : R — C est une fonction intégrable, on dispose de sa transformée de
Fourier :

fm@wﬁkwaéa@ﬂmm

qui est une fonction continue tendant vers zéro a linfini.
Dés que f est aussi intégrable, on définit la transformée de Fourier inverse :

—17f 1 i€x ¢
FUAW = o [ i
T JR
dont Uappellation est justifiée par le résultat suivant :
Proposition 1.2. Lorsque f € L*(R) et f € L'(R), on a
f=FFf)

La condition f € L' n’est pas automatique. C’est pourquoi on est amenés a chercher un
cadre dans lequel la transformée de Fourier se comporte mieux. Comme pour les séries de
Fourier, c’est dans I’espace L? que les bons énoncés apparaissent, modulo une définition de la
transformée de Fourier moins agréable que dans le cas L.

Théoréme 1.2. La transformation de Fourier, déja définie sur le sous-espace L'(R) N L%(R),
peut étre prolongée en un opérateur linéraire F : L*(R) — L?(R) qui respecte la structure hil-
bertienne au sens o, pour toutes fonctions f,g € LQ(R), on a

2_i R 2
1718 = 57 [ 1f©)rde,
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(ra) = 5= [ Feratias

(formules de Plancherel). En particulier F est un opérateur linéraire continu.
De la méme maniére on peut étendre a L*(R) la transformation de Fourier inverse F~1. On
montre alors que F est un automorphisme de L?>(R) de réciproque F 1.

On en profite aussi pour rappeler le comportement de la transformée de Fourier vis-a-vis
des opérations usuelles :

Proposition 1.3. Soient f,g € L?(R). Alors
vk ER, Flf(z k)€ =e " (Q),
a
F(f*g)=F(f)F(g)-

En particulier, si I’on note f(a:) = f(—x), en prenant g = f dans la derniére formule, on
obtient

va>0. Flrane) =17 (%),

F(f=f) =11

1.3 Formule sommatoire de Poisson

On donne ici avec sa preuve la formule sommatoire de Poisson. On énonce ensuite un de ses
corollaires, qui sera trés utile dans la suite. Ce dernier se base sur un lemme assez surprenant
sur les coefficients de Fourier d’une fonction intégrable, que 'on préfére établir dés maintenant.
On utilise la notation L%W_per pour désigner l'espace des fonctions f : R — C 2w-périodiques

telles que fo% |f(z)|dx < oo.

Lemme 1.1. Pour toute fonction f € L%W_pcr et tout entier k, on note ci(f) le coefficient de
Fourier de f défini par la formule (5).

Alors Uapplication linéaire ® : L%W_per — 1°(Z) qui a une fonction associe la suite de ses
coefficients de Fourier est injective.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si tous les coefficients de Fourier d’une fonction de
L%ﬂ_per sont nuls, alors cette fonction est nulle. Soit donc f & L%W_per dont tous les coefficients
de Fourier sont nuls. Par linéarité, on en déduit que pour tout polynoéme trigonométrique

P:[0,2r] — C, on a
2m
f(x)P(x)dx = 0.
0

Maintenant, si g appartient a L%ﬂ_per et est continue, on sait qu’on peut approcher uniformé-

ment sur [0,27] la fonction g par une suite (P,)nen de polynomes trigonomeétriques. Il s’en suit

que
2w

2T
[ t@p@r o [ f@)ds,

d’ou

27
/ f(@)g(x)dz = 0.
0
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Enfin, on peut construire une suite (g, )nen de fonctions dans L%W_per, continues, bornées uni-
formément en module par 1, et qui converge presque partout vers la fonction sgn(f) (pour
cela, on peut par exemple, approcher sgn(f) dans L'(]0,27]), puis extraire une sous-suite qui
converge presque partout, et enfin tronquer les valeurs de module > 1, ce qui peut se faire sans
perdre la continuité). Le théoréme de convergence dominée donne alors

2w 2w 2w
[ Hom@ae — [ r@sntr@yis = [ i@
d’ou
2
| 1@z o
ce qui permet de conclure que f = 0 dans L%ﬂ_per. ]

Ce lemme est assez surprenant : en effet, on a déja dit que la formule d’inversion de Fourier
n’est pas vraie en général si la fonction de départ appartient seulement & L%W_per. Pourtant, on
vient de voir qu’une telle fonction est tout de méme caractérisée par la suite de ses coefficients
de Fourier!

Passons maintenant au résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 1.3 (Formule Sommatoire de Poisson). Fizons f € L'(R).
Alors la série

S(x) =Y fla+20m)

IEZ

converge absolument pour presque tout x et définit une fonction S € L%W_pcr dont les coefficients
de Fourier sont donnés par

(8) = 5= FK) = FHf(=H),

Démonstration. On a

2T 27
/0 Z|f(:n+2l7r)|d:n=2/0 f(z + 20| do

l€Z LEZ

2(4+1)w
22/2 \f(y)\dyZ/R\f(y)\dy

lez, 7 2m

et cette quantité est finie puisque f est intégrable. En particulier,

Z |f(x+27)| < oo p.p.x,
l€Z

c’est-a-dire que la série S(x) converge absolument pour presque tout x, et de plus

2w 2m
/0 ’S(l’)’dﬂiﬁ/o Z\f(x+2l7r)\dx:/ﬂ{\f(x)\dx<oo.

leZ

La fonction ainsi construite est bien str 27-périodique et on en déduit que S € L Reste

& calculer ses coefficients de Fourier. Puisque

/%Z\f(x—i-Qlﬂ)]da: < 00,
0

IEZ

1
2w —per*
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on peut utiliser le théoréme de Fubini pour intervertir les symboles > et [ dans le calcul

suivant : o on
cx(9) = 1 S(x)e Frdr = i/ Zf(:n + 2lm)e ™ dy
2 Jo 2 Jo =
_ i Z /27r e 2[7T)€_ikxdx _ i Z /2(l+1)7r 1 )e_ikyd
2 ez, /0 27 17, V2l Y Y

A

= 5= [ ey = 5o f )

Corollaire 1.1. En conservant les notations du théoréme précédent, on voit que
1. S =0 presque partout si et seulement si pour tout entier k, F~'f(k) = 0.
2. S = 1 presque partout si et seulement si F~1f(0) = 1 et pour tout entier k non nul,

Ff(k)=0.

Démonstration. Cela découle du fait quune fonction de L%W_per est caractérisée par la suite de
ses coefficients de Fourier (cf. lemme 1.6). O

2 Ondelettes : définitions et résultats généraux

Avant de donner le principe général de construction, nous donnons un exemple concret de
base d’ondelettes.

2.1 Un exemple de base d’ondelettes : la base de Haar

Considérons la fonction !
o(x) = 1 1)(2).

On introduit ensuite ses translatées

ok x = o(r—k)= ]l[k,k+1](l’) (keZz)

qui forment une famille orthonormée de L2(R), et le sous-espace fermé Vy de L%(R) qu’elles

engendrent : L
Vo = D Ceo
kEZ

Par construction, toute fonction f € V; s’écrit sous la forme d’une série convergeant dans

L*R) :
F=Y apor on > |af® < oo.

kEZ kEZ

Dans cet exemple, on peut montrer aisément que Vj est exactement composé des fonctions f
constantes sur chaque intervalle [k,k+1], k € Z au sens ou la restriction de f a chaque intervalle
[k,k + 1] coincide presque partout avec une fonction constante.

1. Le fait que 'intervalle dans cette définition soit ouvert ou fermé n’a pas d’importance puisqu’on identifie
les fonctions égales presque partout.
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Ensuite, introduisons aussi les translatées-dilatées

Dk x> 22p(2x — k) = 2]'/2]1[& k_«hl}(il?) (J€Z,keZ).
277 21
La encore, pour tout entier j, les fonctions (¢; x)rez forment une famille orthonormée de L?(R).
On note V; le sous-espace fermé de L?(R) qu’elles engendrent :

‘/j = @ (C(ijﬁ
keZ

qui, dans cet exemple, est constitué des fonctions f constantes sur chaque intervalle [%,%]

Ainsi, on dispose d'une suite croissante (V;);ez de sous-espaces fermés de L?(R), chacun
muni d’une base hilbertienne explicite. Avec la caractérisation des V; comme ensemble de fonc-
tions constantes sur certains intervalles de longueur 277, on voit que I’on va pouvoir approcher
des fonctions quelconques a partir de ces sous-espaces. Plus précisément :

Proposition 2.1. Le sous-espace vectoriel | J.. V; est dense dans L*(R).

jEN
Démonstration. Puisque les fonctions en escalier & support compact sont denses dans L?(R),
il suffit de voir que l'on peut approcher l'indicatrice 1, d'un intervalle fermé borné par des
combinaisons linéaires des (¢; 1)jen kez ¢'est-a-dire par des indicatrices d’intervalles dyadiques.
Mais ceci est simple puisque

]l[ambn] —_— ]l[a,b] dans L2(R),
n—00

ou ay, (resp. b,) désigne le développement dyadique d’ordre n de a (resp. b). O

Ainsi, le sous-espace vectoriel engendré par les (9 x)jen kez est dense dans L2(R). Toutefois,
ces fonctions ne forment pas une famille orthonormée et on ne peut donc pas décomposer de
facon explicite une fonction f € L?(R) en une série

F=Y Nikpik
ik

avec des coeflicients facilement calculables, comme on le faisait avec les séries de Fourier. On
est donc amenés a orthonormaliser les (¢; k).
Pour cela, remarquons qu’on peut considérer Vj comme un sous-espace fermé de Vj. On
peut donc écrire
Vi =Vy @& W,

ou Wy désigne le supplémentaire orthogonal de Vy dans V;. En répétant le procédé, on peut

écrire pour tout entier N > 1,
N-1

VWw=Ve |EPWw;|,
§=0

ot W; désigne le supplémentaire orthogonal de V; dans V1. Puisque le sous-espace |Jyey Vv
est dense dans L?(R), le sous-espace vectoriel engendré par Vj et les (W;);en aussi, et on en
déduit la décomposition en somme hilbertienne

LZ(R) =Wo @ W;
JEN
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Finalement, la question de ’orthonormalisation revient donc a chercher une base hilbertienne
de chaque Wj.
Concentrons-nous pour le moment sur le cas j = 0. Il nous conduit & introduire la fonction

Y=l gy

1
qui est de norme L? égale & 1, et qui est orthogonale & ¢. On introduit ensuite ses translatées
Yo x> Y(r —k) = _]l[k,k-f—%](x) + ]l[k—i-%,k—l—l] (@),

La proposition suivante rend légitime 1'utilisation de cette fonction % :
Proposition 2.2. Les fonctions (Yo )kez forment une base hilbertienne de W.

Démonstration. Tout d’abord, les fonctions (v )kez forment une famille orthonormale car
elles sont toutes de norme 1, et elles sont orthogonales entre elles puisque leurs supports ont
deux a deux au plus un point commun. Ensuite, elles appartiennent bien a Wy, c’est-a-dire
qu’elles sont orthogonales aux (pg;)iez. En effet, on a vu que ¢ = vy était orthogonale a
© = o,0; de plus, elle est aussi orthogonale aux (¢o;)i£0 car le support de 1) n’intersecte le
support de ces derniéres qu’au plus en un point; il en résulte que toutes les translatées de ¢
sont orthogonales & toutes les translatées de ¢. Reste a montrer que le sous-espace vectoriel
engendré par (Yo )kez est dense dans Wy. Pour cela, il suffit de montrer que les fonctions
(v0,)i1ez, (Yo k)kez forment une base hilbertienne de V; : toute fonction f € Vi se décomposera

alors en
= N+ Y ok

leZ keZ
et, si de plus f appartient a Wy, on a pour tout entier [, \; = (f, po,;) = 0, et donc

F= mtbo.
keZ
Soit donc f € Vi. Par définition, f se décompose en
< 2
f= Zcqﬁﬂl,q ou Z el < 0.
q€Z q€Z

On observe alors en utilisant les définitions des ;1 et des ¥ 1 que

V2

P12p = ﬁﬂ[p,p%] = (op —Yop),
V2
P12p+1 = \/51[p+%,p+1} =5 (o,p +op) -

On a donc par le calcul

fo=D cpra= cupProp+ Y coprirop

q€Z pEZ pEZ
V2 V2 V2 V2
= Z 5 C2pPop ~ Z o Ccaptho,p + Z 5 Copt1P0p Tt Z > Cop+1%0,p
PEL pEZ pEZ PEZ
V2 V2
= > 5 (c2p + c2pr1)pop + > 5 (=cap + c2pi1)dop
pEZL PEZL
(ot tous les découpages de sommes sont justifiés par le fait que > |c,|? < 00.) O
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Plus généralement, on introduit les translatées-dilatées de la fonction ¥ :
Yig w2120 — k) (€L keD),

qui dans I’exemple de la base de Haar s’écrivent

o 9d/2(_
L T
On peut voir exactement de la méme maniére que pour tout entier j, les fonctions (¢ )rez
forment une base hilbertienne de W;. Néanmoins, nous verrons dans le paragraphe suivant que
cela se déduit du cas j = 0. Finalement, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Les fonctions de Haar (0o k)kez, (Vjk)jenkez forment une base hilbertienne
de L*(R) : toute fonction f € L?(R) peut étre représentée sous la forme

F= aorpor+ > Biktik

kEZ JENEkeZ
ot la convergence des séries a lieu dans L*(R).

Toutefois, la base de Haar a un inconvénient majeur : son irrégularité, qui devient génante
pour certaines applications, notamment en traitement d’images lorsque 'on veut effectuer des
opérations de lissage. La théorie des ondelettes vise & généraliser le procédé mis en oeuvre dans
la construction précédente, pour obtenir des bases hilbertiennes de L?(R) répondant & certaines
exigences issues des diverses utilisations pratiques.

2.2 La construction dans le cas général

Au départ, on choisit une fonction ¢ € L%(R), telle que les translatées
worp:x—olx—k) (keZ)

forment un systéme orthonormé de L?(R). On note Vj le sous-espace fermé qu’elles engendrent

Vo= @Cqu = {ZCWO,k, > el < OO} -

kEZ keZ keZ

Pour nous aider & comprendre la situation qui va suivre, introduisons pour tout entier
j Vopérateur de dilatation A; : L*(R) — L?*(R) qui a une fonction f associe la fonction
x 2772 f(27x). On voit que A est une bijection linéaire isométrique (changement de variable)
de réciproque A_;. Plus précisément, c’est un automorphisme de I'espace de Hilbert L?(R) et
en particulier A; conserve le produit scalaire.

Dans ces conditions, pour tout entier j, on note V; I'image de V{ par 'application A;, qui
est donc un sous-espace fermé de L?(R), et on introduit les translatées-dilatées ik = Nj(por)
de la fonction ¢ :

Qjk T 2202z — k).

Par construction A; réalise un isomorphisme canonique de Vj sur V;. Puisque (¢g 1 )rez est une
base hilbertienne de Vp, on en déduit que les fonctions (¢; r)rez forme une base hilbertienne
de Vj. Ainsi :

Vi=2A;(Vo) = {h € L*(R) |3f € Vo, h(z) = f(2z) p.p.x} = @C Pjk-
keZ
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Pour reprendre la méme construction que dans le paragraphe précédent, il faudra que la
fonction ¢ soit choisie de telle sorte que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

\V/j € Z7 ij - V}—i—lv

U V; est dense dans L*(R).
JEN
Une telle fonction ¢ est appelée une ondelette pére et la suite des sous-espaces fermés (V;);ez
est alors appelée un filtre multirésolution de L?(R). Remarquons au passage qu’a l’aide des
applications A, on voit que la premiére condition est vérifiée si et seulement si Vo C V;.
Pour tout entier j, on définit ensuite W) comme étant le supplémentaire orthogonal de V;
dans Vj41. On a alors pour tout N > 1,

N-1
VN =V ® EB W
j=0
Puisque (J jeN V; est dense dans L?(R), on obtient que le sous-espace vectoriel engendré par Vp

et les W; (j > 0) 'est aussi. On a donc une décomposition en somme hilbertienne :

LR =V & P W,
JjeN

Si pour tout entier j, (1 x)rez désigne une base hilbertienne de W;, on obtient alors que
les fonctions (o k)kez, (¥)k)jenkez forment une base hilbertienne de L?(R) : toute fonction
f € L*(R) se décompose en

F=owpor+ YD Biktik (7)

kezZ jEN keZ

oil la convergence des séries a lieu dans L?(R). L’écriture précédente est alors appelée déve-
loppement multirésolution de f.
De plus, si la fonction 1 est choisie de telle sorte que pour tout entier j, les fonctions
translatées-dilatées
i x e 22(P e — k) (kez)

forment une base de Wj, on dit que v est une ondelette mere, et I'écriture (7) est appelée
développement de f en ondelettes. Remarquons au passage que la condition précédente
est vérifiée dés que (1o k)rez est une base hilbertienne de Wy. En effet, on a vu que Vj était
I'image de Vj par A;. Par conservation du produit scalaire, on en déduit W; = A;(Wp). Mais
la définition des translatées-dilatées de 1) peut aussi s’écrire 1, = Aj(1o k). Ainsi, le fait que
(%0, kez soit une base de Wy implique que pour tout entier j, (vjx)kez est une base de Wj.
En fait, toute propriété relative a la structure hilbertienne qui est valable dans Vj se transmet
aux sous-espaces dilatés V.

Enfin, dans l’écriture (7), chaque entier j correspond & un niveau de résolution. C’est
pourquoi 'expression “niveau de résolution j” fera référence a ’espace W; ou plus généralement
aux fonctions (1 )rez et aux coefficients (B )rez-

Les coefficients de développement en ondelettes se retrouvent bien str par les formules

ax = {f, pos) = /R f(@)on(@d,
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Bik = (f>¥jk) = /Rf(:c)z/}j,k(x)da;.
La partie

F=pulf) =D Birtbi

jeEN keZ

est appelée partie homogeéne du développement de f. On voit que les coefficients du développe-
ment en ondelettes ne sont affectés que par le comportement de f sur le support de la fonction
avec laquelle on prend le produit scalaire. Ainsi, le développement en ondelettes ne se contente
pas d’analyser la fonction suivant différents niveaux de résolution, il permet aussi d’en faire
ressortir des détails locaux!

Remarque 2.1. Le fait d’avoir pris le sous-espace Vj comme “espace de référence” est tout a fait
arbitraire. En effet, on voit que pour un entier ng € Z fixé,

U Vy, est dense dans L?(R)si et seulement si V;,, ® EB Wj est dense dans L?(R)

n>ng Jj=>no

(car pour tout n > ng, Vi, = Vg & Wiy & Wigs1 @ ... & Wy—1). De plus, comme la suite des
V,, croit avec n, on a pour tous entiers p,q € Z,

U V,, est dense dans L?(R) si et seulement si U V,, est dense dans L?(R).

n>p n>q

L’indice de départ n’a donc aucune importance : si ng et ny sont deux entiers relatifs quel-
conques,

U V,, est dense dans L?(R) si et seulement siVj,, ® EB W;est dense dans L*(R).

n>ng Jj=n1
C’est pourquoi dans la construction, sans perte de généralité, on cherchera les conditions pour
que [U,>o Vi soit dense dans L?*(R). Ces conditions garantiront alors le développement en
ondelettes d’une fonction f € L?(R) quelconque, et ce en commencant & partir de n’importe

quel niveau de résolution :
=) ngiProk + D> Bikthjn

kEZ j>no kEZ

Au passage, remarquons qu’il n’est en fait pas nécessaire de faire appel & un sous-espace de
référence : en effet, il est possible de montrer (sous les mémes hypothéses) que le sous-espace
@D,z W; est aussi dense dans L?(R) et par conséquent, toute fonction f € L?(R) se décompose

sous la forme
F=Y20Bisthin

JEZ ke
En résumé, on peut énoncer le principe général de construction suivant :

1. Choisir une ondelette pére, c’est-a-dire une fonction ¢ € L2(R) telle que

(¢0.k)kez est une famille orthonormée de L?(R), (8a)
v] € Z7 V] C V}-f—la (8b)
U V; est dense dans L*(R). (8¢)

JEN

2. Choisir une ondelette mére, c’est-a-dire une fonction 1 € L2(R) telle que

(%0, kez est une base hilbertienne de W. (9)
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2.3 Traduction des conditions dans le domaine fréquentiel

Les conditions données & la fin du paragraphe précédent ne sont pas toujours faciles & vé-
rifier en pratique : elles ne sont pas directement lisibles sur les fonctions ¢ et ¥. On va voir
maintenant qu’apres transformation de Fourier, les conditions (8a), (8b), et (9) se traduisent
plus simplement dans le domaine fréquentiel. La condition (8c) est reliée au probléme de ’ap-
proximation et donc a I"'annulation des moments des fonctions ¢ et 1 qui s’interprétent comme
les dérivées en zéro de leurs transformées de Fourier. Nous ne traiterons pas en détail cette
question dans cet exposé, mais nous 1I’évoquerons dans les exemples de la partie 3.

Proposition 2.3. Soit ¢ € L?(R).

Alors les fonctions (pox)kez forment une famille orthonormée de L*(R) si et seulement si

dolpE+2km)P =1 pp & (10)

keZ

Démonstration. Posons ¢ = ¢ * ¢ ol ¢(z) = p(—2) . On a vu dans la partie 1 que § = |3|%.
En particulier,
VEER, VkEZ  q(&+2km) = |p(§ +2km)”,

d’otli, en sommant :

VEER, Y q(&+2km) = |p(& + 2km)[.

keZ kEZ

Mais alors, puisque ¢ € L%(R), la fonction ¢ est intégrable, et la formule sommatoire de Poisson
donne que la série de gauche converge pour presque tout £ et définit une fonction S(&), intégrable
2r-périodique dont les coefficients de Fourier sont ¢ (S) = F~1[G](—k) = q(—k). D’autre part,
par définition de g,

a(k) = /R Bk — 2)p(a)de = / o(2) @ — R)da.

R

Dans ces conditions, on a les équivalences suivantes :

(¢0.k)kez est une famille orthonormée de L?(R)

= Vel EZ, [po(x—1)p(x—k)de =0y
= VEeZ, [pol Yo(z — k)dx = &g,
— Vk e Z, ck(S)zéok
= Dokezd(€+2km) =1 pp. ¢
= Dhez [P(E+2km)? =1 pp.¢€
ol la quatriéme équivalence provient de la deuxiéme partie du corollaire 1.8. ]

Proposition 2.4. La suite (V}),cz est croissante si et seulement s’il existe une fonction mg €

Li per VETIfiant
p(§) = mo <g> ¢ (g) p-p- & (11)

Démonstration. On a déja vu dans le paragraphe précédent que la suite (V});ez est croissante
si et seulement si Vj est contenu dans Vi. Par injectivité de la transformation de Fourier, cela
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équivaut a dire que VO est contenu dans ‘71 On est donc conduits & étudier 'image de V et V;
par transformée de Fourier. Plus généralement, on va calculer V. Par définition, on a :

Vi = {Zbksﬁ@jx —k), Y Il < OO}-

keZ keZ

En utilisant le comportement de la transformée de Fourier vis-a-vis des translations et des
dilatations, on en déduit

Vi, = {mew@jw—k)}(s), Zrbk\%oo}

keZ kEZ
b
_ { b riote 1) (5) z|bk|2<oo}
keZ kEZ

{ (k%ckexp <—z'l<: <2£>>>¢<2£> , ]g%ﬁ@o}
(n()4(8) - mesin}

Ce calcul fait, on voit que la condition (11) est nécessaire : si Vy C Vi, on a en particulier
® € V1 et le résultat suit en utilisant le calcul précédent. Réciproquement, si la condition (11)
est vérifiée, en utilisant le calcul précédent, la transformée de Fourier d'une fonction f € Vj
s’écrit

: . €\ (¢
F© =mi©)96) = m(m (5) ¢ (5).
oum € L%W_per. Avec le calcul ci-dessus, on voit alors qu’il suffit de prouver que la fonction

& — m(28)mo(§) appartient a L%W_per pour obtenir que f € V;. Bien sir, elle est 2r-périodique
et pour conclure, il suffit de voir que la fonction mg est bornée, ce qui est une conséquence du
lemme suivant. O

Lemme 2.1. Soit ¢ € L%(R) telle que (¢ox)rez soit une famille orthonormée de L*(R). Alors
toute fonction mg € L3, .. satisfaisant a la condition (11) vérifie

mo(&)* +[mo(¢ +m)P =1 pp. & (12)

Démonstration. En utilisant (10), (11) et que myg est 2m-périodique, on obtient que pour presque
tout &,

L= Y [@E+2km)[P =Y [mo(€ + km)PG(E + k)

keZ keZ

= > Imo(€ + 20m)P1R(E + 2pm)|* + D [mo(€ + (2 + D) P|2(€ + (2 + D)
pEZL qEZ

= |mo(&)*D_1G(€ + 2pm)* + [mo (€ + m)[* D [G(€ + 7 + 2qm)|?

PEL qEZL
= |mo(&)]* + Imo(€ + ).
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Ainsi, on a prouvé que les conditions (8a) et (8b) se résument & une vérification calculatoire &
partir de la transformée de Fourier de . En mettant a part la condition (8c), on doit maintenant
voir comment, & partir d’'une ondelette pére ¢ on peut construire une ondelette mére . La
proposition suivante donne une construction dans le domaine fréquentiel.

Proposition 2.5. Soit ¢ une ondelette pere et mg € L%ﬂ_per satisfaisant & la condition (11).
Alors, en posant

mi (§) = mo(€+m)e ™, (13a)

s =m (§)o (). (130)

on obtient que la fonction ¢ (qui se retrouve a partir de 1& par transformée de Fourier inverse)
est une ondelette mere.

Démonstration. D’abord, (1o k)kez est une famille orthonormée de LQ(R). Pour le vérifier, on
va utiliser la proposition 2.4 : il faut voir que

D b€ +2km)P =1 pp. &

keZ

Par définition de 1[1 et de my, la somme de gauche est égale a
¢ (€ ‘ 3 (€
Zm1<2+k‘7r (5 +km _Z mo |5 +mtkm )| |24k

keZ kEZ
En sommant sur les indices pairs puis sur les indices impairs et en utilisant que mg est 27-
périodique, on voit qu’elle est aussi égale a
’ 3
l (5)

'mo <g—|—7r> ¢<g+2p7r> <,?7<§+7T+2q7r>

Puisque la fonction ¢ vérifie la condition (10), on en déduit que pour presque tout &, cette

quantité est aussi égale a
2
mg é +m + |mo é
2 2

qui égale & 1 pour presque tout & grace au lemme 2.6.
Montrons maintenant que les fonctions (v )rez appartiennent a Wy c’est-a-dire au sup-

2 2 2

2

D

PEL

2

D

q€Z

2

2

plémentaire orthogonal de Vjy dans V;. D’abord, on voit avec la définition de 1[1 que ¢ € Vp (cf.
caractérisation de 'espace V; donné dans la preuve de la proposition 2.5). Il s’en suit que pour
tout entier k, ¢g € Vi car

Dor(€) = e (&),

Ensuite il faut montrer que les (¢ 1 )rez sont orthogonales & Vi. Puisque (¢ )icz est une base
hilbertienne de Vj, il suffit de montrer que les (¢ 1 )rez sont orthogonales aux (¢g)1ez. On va
utiliser une technique similaire & celle rencontrée dans la preuve de la proposition 2.4. Posons
g =@ on () =(—z). On calcule sa transformée de Fourier :

<o
<

=gl =¢
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Puisque ¢ et ¥ sont de carré intégrable, g est intégrable et on peut donc lui appliquer la formule
sommatoire de Poisson : la série
> 4(& + 2km)

kEZ

converge pour presque tout ¢ et définit une fonction S(¢) de L3 dont les coefficients de

2w —per
Fourier sont donnés par
cr(8) = FHgl(—k) = g(—k).

Dans ces conditions, on a les équivalences suivantes :

Les (¢o k)kez sont orthogonales aux (¢o)icz
VklE€Z, [po@—k)(z—1)dz=0
VkeZ, [zo(@)¢(r—k)de=0
VkeZ, @xipk)=
2 kez 9§ +2km) =0 p.p. &
Y kez P& + 2km) (€ + 2km) =0 pp. €
ou la quatriéme équivalence provient de la premiére partie du corollaire 1.8. Mais alors, en

utilisant successivement la condition (11), la définition de 1[), la 2m-périodicité de mg et de myq,
la proposition 2.4, et enfin la définition de m1, on obtient que pour presque tout &,

3" (€ + 2km)d (€ + 2k)

kEZ

§ §
= < + km ( —l—/mr) <2+kﬂ'>m1<§+kﬂ'>
kEZ

11117

) o) )
T AN 2
b Go)

(e ()5

- (S5 m)en( )
(o) (Pm(m(s

ce qui prouve bien que les (¥ x)rez sont orthogonales aux (2o, )iez.

Pour finir, il faut montrer que les fonctions (¢ i )kez forment une base hilbertienne de Wy.
Il faut montrer que toute fonction f € Wy se décompose en

— Y abe—k) on Y laf? < oo,

keZ keZ
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ou encore, aprés transformée de Fourier, qu'on a

£(&) = v(©)¥(9),

ouv e L%W_pcr. Fixons donc f € Wy. On va s’inspirer du raisonnement effectué ci-dessus pour
montrer que les 1 ; sont dans Wy afin de traduire exactement I’appartenance de f & Wy sur la
forme de sa transformée de Fourier. D’abord, puisque f € V7, il existe une fonction m € L%W_per

f&)=m <§> ¢ (g) p.p. &.

En posant h = ¢ % f, et en utilisant la formule sommatoire de Poisson avec fz, on obtient que
lorthogonalité de f & Vj se traduit par

telle que

> p(E+2km) f(§+2kT) =0 pp. &,

keZ

ou la série de gauche converge absolument pour presque tout £. D’autre part, on a aussi pour
presque tout &

> (€ + 2km) f (€ + 2km)

keZ

égo( +l<:7r> <g+kw>¢<g+kﬂ>m<g+k‘ﬂ>

= > ¢<§—|—k:7r> 2m0 <g+kw>m<g+k‘ﬂ>

keZ

PEZL
2
+ my <g+7r>m <§+7T> Z <,5<g +7T+2q7r>
qEZ
§
= my <§ + ).
En passant aux conjugués et en posant ( = %, on obtient

m()mo(C) +m(C +m)mo(¢ +m) =0 pp. ¢

En utilisant (12), on voit aussi que pour presque tout ¢, au plus 'un des deux nombres mg(()
et mo(¢ + m) est nul. On peut donc poser

de sorte que

m(¢) = M{)mo(¢ +7) p-p. ¢
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Puisque m et mg sont 2w-périodiques, on obtient que A ’est aussi et qu’elle vérifie de plus
MO +AC+m)=0 pp. <.
En multipliant par e, il vient
¢NC) = €FTACHT) =0 pp. ¢
£

ou encore en remplagant ¢ par 3,

exp (z%) A (g) = exp <z’£ +22ﬂ> A <£ —1_227T> p-p- &,

ce qui exprime que la fonction
£ £
—exp(iz | A2
v(§) =e <Z2 2

est 2m-périodique. En remplacant dans ’expression de la transformée de Fourier de f, il en
résulte que pour presque tout &

fo) = A@m@(g)
= u(E)exp (-é)@w (g)

= v(E)P(E).

Reste a voir que f027r [v(€)[?dé < oo. On sait que m € L3, . donc

27
/0 m(¢)[2d¢ < oo.

Mais d’autre part,
21 2T
/ m(OPdC = / INQ)Plmo(C + m)PdC
0 0
- / (MO RImo(¢ + )2 + A + m) P mo(€)[2) d
- / AL (Imo(O) + Imol¢ + m)?) d¢

- / NGRS
-2 ["p(3)f
- 2 /02“|u<s>|2dg,

ou dans la troisiéme égalité, on a utilisé que A\(¢) et A({ + 7) ont méme module car on a vu que

MO+ AC+m)=0 pp. <.

dg

Finalement, R X
F(O =v(©v(E) pp-&

avec v € Lgﬂ_por, ce qui montre bien que f € Wy et achéve la preuve. ]
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Remarque 2.2. De prime abord, le choix de la fonction zﬁ peut paraitre étonnant. Néanmoins,
en reprenant la fin de la preuve précédente, on voit qu’il apparait assez naturellement que la
transformée de Fourier d’une fonction quelconque f € Wy s’écrit sous la forme

F© =vieyexp (~i§ ) ma (§+7)¢ (§).

ou v € Lgﬂ_por, et c’est comme ¢a qu’on en déduit notre candidat pour la transformée de
Fourier de 1.

2.4 Retour au domaine temporel

Dans ce paragraphe, nous allons repasser dans le domaine temporel : on va traduire les
conditions obtenues dans le paragraphe précédent en des relations portant sur les coordonnées
de la fonction ¢ dans la base hilbertienne (o1 i )rez de V1.

Reprenons les notations du paragraphe précédent : ¢ est une ondelette pére, mg € L%W_per
est une fonction satisfaisant a la condition (11), et ¢ 'ondelette mére définie par les relations
(13a) et (13b). Puisque mqg € L3, ., on peut écrire sous forme d’une série de Fourier :

1 —i
mo(§) = 7 the R avec Z |hi|? < oo.

kEZ kEZ

En exploitant la condition (11), on en déduit :

66 = 75 e =ik ) ¢ (§) = VEX Flotze - b6)

keZ kEZ
et donc par transformée de Fourier inverse,
p(@) = V2 ) hip(2e — k) =Y hipr p(2),
kez keZ

c'est-a-dire que les (hg)gez sont exactement les coordonnées de la fonction ¢ dans la base
hilbertienne (1 )kez de V1. Ainsi les coordonnées de mg dans la base hilbertienne (%e‘lkf Vkez

de L%W_pcr sont exactement les coordonnées de ¢ dans la base hilbertienne (¢;)kez. Les
conditions trouvées sur la fonction mg vont donc pouvoir étre exprimées grace aux (hg)rez-
D’une part, le résultat du lemme 2.6 s’écrit :
1= |mo(&)] +[mo(& + )|
= mo(§)mo(§) +mo(§ + m)mo(§ + )
1 i — N 1 _ - — Y -
= 5 (Z hke st) (Z hklelk §> + 5 (Z hke th(&+ )> (Z hk/elk (&+ )>
kez Kez kezZ K€z
_ 1 ~ —kye 1 — (K —k)ei(k —k)T
= 5 Z hkhkle + 5 Z hkhkle

kK EZ k,k'€Z

1 - N (k! —k)m
= 5 Z hkhk/ez(k k)& <1 +e (k'=k) )
k,k'eZ

¥ (z hh—) e

l€Z \ke€Z
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toutes les séries ci-dessus étant absolument convergentes & cause de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz et du fait que Y |hg|? < co. Par conséquent, on a

VIEZ, > hihira =00, (14)
kEZ

De la méme maniére, on va pouvoir expliciter les coordonnées de ¢ dans la base (¢1.x)kez
a partir des (hg)rez. On a défini ¢ par sa transformée de Fourier :

@(f) =mo <§ + 7T> exp <—zg> %) <§> .

En remplacant mg par sa série de Fourier, on obtient

V() = % > hgexp <zk (g + w) — z%)

kEZ
— % Z hi(—1)F exp <z(k: — 1)%) 7
1

/ 26N .
= — Z hl_k/(—l)k +lexp <—z/<;’— %)
V2

Ainsi, en posant A\, = (—1)*T1h;_, on en déduit
$(€) = V2D MeF (2 — k))(€),
keZ
et donc, par transformée de Fourier inverse,
Y(x) = V2 Mp(2r — k) = > M1k (@),
keZ keZ

c'est-a-dire que les (Ag)gez sont exactement les coordonnées de 1 dans la base hilbertienne
(o1k)rez de V1.

3 Construction d’une ondelette pére

Dans la partie précédente, on a éclairci les conditions qui valident la construction d’une base
d’ondelettes. On a vu que toutes ces conditions peuvent étre exprimées a ’aide de la transformée
de Fourier de 'ondelette pere. On va maintenant exposer deux procédés qui permettent de
construire des ondelettes péres en pratique. Pour la clarté de I'exposé, nous préférons laisser de
cOté certaines preuves techniques.

3.1 A partir d’une base de Riesz

Définition 3.1. Soit g € L*(R).
On dit que la famille de fonctions (g(- — k))kez est une base de Riesz s’il existe deux constantes
A,B > 0 telles que pour tout ensemble fini d’indices A C Z et toute famille de nombres complexes

(Ak)ken, on ait
A I < /]Z)\kg(a;—k)]2dx < BY M

kcA R pea kcA
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En d’autres termes, (g(- — k))rez est une base de Riesz si, sur le sous-espace vectoriel de
L?(R) engendré par les fonctions (g(- — k))gez, la norme L? d’une fonction Y Apg(- — k) est
équivalente a la norme /2 de ses coordonnées (\).

Proposition 3.1. Soit g € L*(R).
La famille de fonctions (g(- — k))kez est une base de Riesz si et seulement s’il existe deus
constantes A,B > 0 telles que

A<D g +2km)> < B pp. & (15)
kEZ

Dans ce cas, on dit que g est une fonction génératrice et la fonction

1/2
() = (Z |§/<£+2fmr>|2>

keZ
est appelée fonction de superposition (qui vérifie donc A < T(€)? < B pour presque tout £).

Démonstration. (abrégée) D’abord, on montre a 'aide de la formule de Plancherel et de la
2m-périodicité de I' que

1 2T )
A — k)Pde = — e RE2T(€)2d¢.
LI Mate - e = 5= [ PR

keA

D’autre part, la formule de Parseval (ou un calcul direct) montre que

1 21 »
ar |2 dee T Pde =3 Il

keA keA

Muni de ces deux égalités, on voit que (g(- — k))gez est une base de Riesz si et seulement si
pour tout polynome trigonométrique m(§),

1 2

1 2w 1 2w

2 2 2 2

— m dé < — m re¢)°d¢ < B— m d€. 16
5 | P < 5= [P < Bz [ mio)Pa (16)
En utilisant cette caractérisation, il devient clair que la condition (15) est suffisante. Pour
la réciproque, on utilise la condition (16) avec une suite de polynémes trigonométriques bien
particuliers : on introduit

' gin @N+DE
Dy(§) = Z ek = 2 (noyau de Dirichlet),

sin §

|k|<N 2
1= 1 B e 1 (s .
Ky(§) = N Z D, (&) = N Z 1-— il o (noyau de Fejer).
n=0 k|<N 2
On voit alors d’une part que
1 2
K. —|——0D ,
2aN+1(§) ‘ S N (§)




et d’autre part, on peut montrer que
1 2w

o Kony1(§)dE = 1.
T Jo

On fixe alors &y € R. En utilisant la condition (16) avec le polynéme trigonométrique

1
m(§) = \/ﬁ Dy (o0 — &),

il en résulte que pour tout entier N > 0,

27
A< % Kon+1(€ — T (£)*d¢ < B.
T Jo

Mais alors la derniére intégrale peut s’interpréter comme une convolée Kony1 * I? (&0). Or on
peut montrer que
Kons1#T?(6) —— T%(&%)  pop- &o-
N—oo

II ne reste plus qu’a faire tendre N vers l'infini dans la derniére inégalité pour obtenir (15). O

Une fonction génératrice g n’est pas nécessairement une ondelette pére. Néanmoins, la
famille (g(- — k))rez est facile & orthonormaliser et on obtient alors un bon candidat d’ondelette
peére!

Proposition 3.2. Soit (g(- — k))rez une base de Riesz.
On définit la fonction ¢ € L*(R) par sa transformée de Fourier :

o6 = 23,

Alors (o )kez est une famille orthonormée de L*(R).

Démonstration. Puisque I' est 2m-périodique, on a

. 1 .
D1+ 2hm)f* = s D146 + 2hm) = 1,
keZ keZ
et le résultat en découle grace a la proposition 2.4. O

3.2 A partir de la fonction m,

Le procédé élaboré au paragraphe précédent a plusieurs inconvénients : d’abord, avant
d’affirmer que ¢ est bien une ondelette pére, il faut au préalable vérifier la condition (11).
De plus, on ne peut pas a priori contrdler la taille du support de ¢. Or d’un point de vue
calculatoire, il peut étre agréable de disposer d’ondelettes & support compact. C’est pourquoi,
on va maintenant étudier un autre procédé de construction d’ondelette pére : on va essayer de
reconstruire, a partir d’une fonction mg, une fonction ¢ satisfaisant (11).

Le point de départ est de remarquer que la relation (11) peut étre itérée :

b€ =ma (5) ¢ (5) =mo(§)mo(5)2(5) = -
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A condition que ¢(0) =1 (il suffit de diviser ¢ par son intégrale lorsque celle-ci est non nulle)
et sous réserve de convergence du produit, on est tentés d’écrire

P8 = Emo (%) : (17)

ce qui permettrait de construire ¢ & partir de mg. La suite vise & donner une esquisse des
conditions sous lesquelles on aboutit bien & la construction d’une ondelete pére.

Lemme 3.1. Si mg est lipschitzienne et vérifie mo(0) = 1, alors le produit (17) converge
uniformément sur tout compact.

Démonstration. Admise. On pourra consulter [2| paragraphe 6.2. O

En pratique, on prendra volontiers mg sous la forme d’un polynéme trigonométrique
| M
_ —ikg ¢
mo(§) = g hrpe ™" Ny, Ny € Z fixés).

Si on choisit

Ny
> hp=1, (18)

k=Nog

on a mo(0) = 1 et réciproquement. De plus, une telle fonction mg est automatiquement lip-
schitzienne.

Proposition 3.3. Soit my un tel polynome trigonométrique qui satisfait la condition (12). On
suppose aussi qu’il existe un voisinage compact K de zéro dans R tel que pour presque tout &,
KN (§+277Z) est un singleton et tel que

Vj>1, Véek, m0<§>¢o.

Alors la fonction
2(6) = [[ mo (23)
j=1

est la transformée de Fourier d’une fonction p € L*(R) a support dans [No,N1| telle que
(o.k)kez est une famille orthonormée de L?(R). De plus, la fonction ¢ € L*(R) définie par
(13a) et (13b) est a support dans [5(1 — N1 + No), 3(1 — No + Ny)].

Démonstration. Admise. Voir par exemple |2| paragraphe 6.3. O

Remarque 3.1. Les hypothéses du lemme sont automatiquement vérifiées si K = [—m,7| et si
mg ne s’annule pas dans [—3, §]. Ainsi, pour obtenir une ondelette pére, il ne nous reste plus
qu’a ajuster les coefficients hy de sorte qu’ils vérifient les conditions (12) et (18). De plus, on
va voir dans la proposition suivante qu’a partir de ces coefficients, on a un certain controle des

fonctions ¢ et ¥ générées.

Proposition 3.4. On se place sous les hypothéses de la proposition 3.4.
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1. Concernant Uondelette pére @, si on a

Ny
Vi=1,....n, Y hkl=0, (19)
k=Ny

alors les moments de la fonction ¢ s’annulent jusqu’a ordre n, c’est-a-dire

Vi=1,...,n, / o(z)xlde = 0.
R

2. Concernant l'ondelette meére 1 définie par (13a) et (13b), si on a

Ny 1_JVO
Vi=1,....n, Y NK= Y (—Dfm(-k)=0, (20)
k=Ng k=1—N1

alors les moments de la fonction v s’annulent jusqu’a 'ordre n, c’est-a-dire
Vi=1,...,n, / zb(a;)xldx =0.
R

Démonstration. Montrons la premiére assertion, la preuve de la deuxiéme étant similaire. La

condition
Ny
> k=0
k=Ng

signifie exactement que les dérivées de mg en zéro s’annulent jusqu’a Uordre n. Or les dérivées
de mg et de ¢ en zéro sont lices par 'égalité (11). Mais alors les dérivées de ¢ en zéro sont, a
constante prés, les moments de la fonction . Le résultat de la proposition en découle. O

Il est possible de montrer que I"annulation des moments des fonctions ¢ et ¥ est reliée a
Iefficacité des approximations effectuées en utilisant la base d’ondelettes correspondante.

On peut maintenant se demander & quoi ressemblent les ondelettes obtenues par cette
construction. La méthode utilisée ci-dessus fait intervenir un produit infini qui n’est pas trés
maniable en pratique. Ainsi, on a pu montrer 'existence d’ondelettes ayant de bonnes proprié-
tés : support compact, régularité, etc, mais on voudrait avoir un algorithme permettant d’en
donner de bonnes approximations. On présente ici le procédé introduit par Stéphane Mallat,
dit algorithme en cascade. On pourra trouver plus de détail sur ce sujet dans [3], chapitre 12.

On part de la fontion mg, qui vérifie les hypothéses de la proposition 3.4. On dispose des
coefficients (hy)rez dans la base des (%e_"kﬁ)kez; en pratique myg sera souvent un polynome
trigonométrique, c’est-a-dire qu’il n’y a qu’un nombre fini de hx non nuls. On veut connaitre
au mieux la fonction ¢ définie par la proposition 3.4, et on note :

a5k = (@7 ‘Pj,k>7

bik = (¢, V) k)

On a vu dans la partie 2.4 que dans la base des (¢j4+1,k)kez, les (hg)kez sont les coordonnées
de ¢j0 et les (Ag)rez (M = (—1)k*+h;_}) sont les coordonnées de ;0.
On en déduit les relations de récurrence suivantes :
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ajp = Z hy—okajy1y,

1€
bjr = Z A2k 411,
IeZ
Qe = ajihe_or+ Y bjidk-a.
leZ lez

Bien entendu, les coordonnées de ¢ dans la base (¢g k)rez sont
ag,k; = 0o k,
ce qui nous permet d’initialiser le calcul. On utilise alors le résultat d’approximation suivant :

Proposition 3.5. Si ¢ est continue au point m2~Y, alors

em27) = lim 27/2(p, ; oin).

J—00

Si de plus ¢ est a-hélderienne, on a la majoration swivante :
@(mQ_N) - 2)/2“0, ('pj,m2j7N> < K2_ja7

ot K peut étre pris égal a ||p||1 R si ¢ est a support dans [—R, R|
Démonstration. Admise. On pourra se référer a |5] paragraphe 4.5.3. O

Il est important de remarquer que K est une constante calculable.
En se rappelant que

(e, (pj,m2j*N> = Q5 m2i—N,
on en déduit que le calcul des a;j fournit avec une trés bonne précision les valeurs de ¢ aux
points dyadiques.
3.3 Exemples

Ezemple 3.1. LES B-SPLINES
Les B-splines sont des ondelettes construites & partir d'une base de Riesz. Posons

g1 =101,

puis
YN >1, gv=g".

On peut calculer explicitement la transformée de Fourier de gy :

. 1— e\ _& s % "
QN(@:<T> =<e 2 %) .

2N

=

On a donc
sin (% + k‘w)

g +2km)|? =
lgn (€ )l -
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e . . . . . . sin .
En utilisant diverses minorations et majorations sur la fonction #, on montre alors l’existence

de deux constantes A,B > 0 telles que
A<T(6)? < B.

La proposition 3.1 permet d’en conclure que pour tout N > 1, la fonction gy engendre une
base de Riesz. Avec le procédé donné en 3.2, on en déduit pour tout N > 1 un candidat @n
d’ondelette pére. Par exemple, pour N = 1, on retrouve 'ondelette de Haar.

Pour N =2, on a
AN
. [ sinz
Ga(8) =e % ( : 2) .
2

I1 est alors possible de calculer explicitement la fonction de superposition :

s <§ + k:7r) _ 2+cosé
%—l—knr 3

rE? =%

keZ

On en déduit 'expression de la transformée de Fourier de 3 :

2
[ 3 fsin3\ [ 3
902(5)— Tcosﬁe ( %2> = Tcosg‘%(g)'

A noter que 'on peut ensuite revenir au domaine temporel pour “décomposer s dans la base
de Riesz (g2(- — k))rez” : il suffit pour cela d’écrire sous forme d’une série de Fourier :

/ 3 —ik¢
— = ape” ""s.
24 cos& é k

La derniére expression de la transformée de Fourier de (o, se lit alors dans le domaine temporel
sous la forme :

pa(z) = Zakgg(a: — k).

kEZ

A partir de la fonction o, on peut alors calculer les fonctions mg et m; correspondantes :

_ P08 i (s €Y [ 2 cosé
mol©) = 5 = (w005) |57 ez
2
my (&) = mo(§ + 7T)e_i5 = (sin g) \/7224__;00;227

d’ou lexpression de la transformée de Fourier de la fonction vy associée & o :

ey ey () e
T/’z(f)—m1<§>ﬁp<§>— <§)2 2+ cost 2+cos%e 2,

On s’apergoit que mg appartient bien a L%ﬂ_per. Ainsi, on a bien défini une ondelette pére
9. Elle est appelée ondelette pére de Battle-Lemarié. On peut voir qu’elle est paire, affine par
morceaux, et de support R tout entier. On peut aussi montrer que l'ondelette meére 1 est
symétrique par rapport au point z = %, affine par morceaux et de support R tout entier.

39



Ezemple 3.2. ONDELETTES DE DAUBECHIES
On va s’intéresser dans cet exemple a des fonctions mg de la forme

mo(€) = (#)Nm

ou N est un entier > 1 et £(£) un polynéome trigonométrique. On va alors chercher les conditions
sur £ qui font que myq vérifie les hypotheses de la proposition 3.4 et la relation (12).

On doit faire la remarque importante suivante : le carré du module d’un polynoéme trigono-
métrique est un polynome en cos(§). Par conséquent, la fonction

My(€) = Imo(€)[?

est un polynome en cos({). De la méme maniére

est un polynéome en cos(§). On en déduit

Mo(€) = (cos @)NQ(@-

) 2<£> 1—cosé
sin (2 | = ————=,
2 2

on peut écrire Q(€) sous la forme d’un polynome en sin? <%) Ainsi,

o= (o4(§)) "+ ((9)

Posant y = sin? <§), la relation (12) s’écrit

Puisque

ou P est un polynome.

1—y)VPy)+y"P(1—y)=1 pp.ye[01]

En particulier, I’égalité est valable au moins pour une infinité dénombrable de valeurs de y, et

on obtient donc une égalité formelle entre polynomes. Ingrid Daubechies a résolu cette équation

en P. La fonction £() se retrouve alors comme étant une “racine carrée” de P <sin2 <g>> :

L@ =P <sin2 <§>> .

Il ne reste plus qu’a appliquer la technique donnée dans la partie 3.2 pour obtenir une ondelette
pére .

Les ondelettes construites a ’aide de ce procédé sont apelées ondelettes de Daubechies. On
notera ces bases d’ondelettes D(2N) ou Db(2N). L’ondelette D2 est exactement 'ondelette de
Haar. Les ondelettes de Daubechies vérifient les propriétés suivantes :

1. Supp ¢ C [0,2N —1].
2. Supp ¢ C [-N + 1,N].
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3.VI=0,...,N—1, [pv(z)alde =0.
4. Dés que N > 2, les fonctions ¢ et 1 sont holderiennes d’indice Ay N avec An — 0,2.
n o

Ezemple 3.3. COIFLETTES

Un inconvénient du procédé élaboré par Ingrid Daubechies est qu’il ne permet pas a priori de
garantir ’annulation de certains moments de 'ondelette pére. Ce type de phénoméne aboutit
a des propriétés d’approximation intéressantes. C’est pourquoi on introduit maintenant les
coiflettes.

Pour construire une coiflette, on cherche mg sous la forme

mo(€) = (#)Nm

ou L(£) est un polynome trigonomeétrique ; et on impose les conditions
[ elads=1.
R
/xlgp(x)dxzo vi=1,...,N —1,
R
/$Wme:0 Vi=0,...,N—1,
R

qui équivalent &

¢(0) =1,
eWOy=0 Wi=1,...,N—1,
pW0)=0 WVi=0,...,N—1.

En imposant ces derniéres conditions et les hypothéses de la proposition 3.4, on peut montrer
que la fonction mg s’écrit

mo(&) =1+ (1-¢7¢)" 5(6)

ou S(&) est un polynéme trigonométrique. Ingrid Daubechies a montré que pour N = 2K, mg

est de la forme -
147
mi(©) = (F5—) Ao,

oot a(w () + (4 (9) v

avec F'(§) polynome trigonométrique choisi de sorte que la condition (12) soit vérifiée.
Les ondelettes construites a ’aide de ce procédé sont appelées coiflettes. On les note CK.
Elles vérifient les propriétés suivantes :

1. Supp ¢ C [-2K,4K —1].
2. Supp ¢ C [-4K + 1,2K].
3. [palo(x)dz=0 Vi=1,...,2K —1.
4. [paly(z)de =0 VI=0,...,2K — 1.

5.  n’est jamais paire.

ou
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3.4 En pratique...

Concrétement, on observe un signal f plus ou moins régulier. On a & notre disposition un
échantillon de valeurs f(kn), ou le pas n dépend de la précision du matériel utilisé. Selon la
forme du signal et selon ce que ’on veut en faire on choisit une ondelette adaptée. L algorithme
en cascade donne une approximation de . On calcule alors les coefficients d’ondelettes du
signal f a partir de cette approximation et des valeurs échantillonnées de f.

On assimile f a sa projection sur un espace Vy :

f(z) = Z ke (z).

keZ

On fera attention cependant & ne pas perdre trop d’informations sur f lors de cette étape :
on prendra donc J assez grand. On peut alors apporter le traitement voulu au signal f a travers
ses coefficients d’ondelettes.

Le débruitage du signal consiste simplement & projeter de nouveau f sur un espace Vj, j < J,
pour une résolution j adaptée a la forme prévue du bruit (on peut par exemple modéliser le bruit
par une variable aléatoire). Selon le choix de ¢, cette approximation peut étre trés réguliere.
Des calculs théoriques permettent de se donner une idée du changement de résolution a adopter
pour obtenir de bons résultats.

Pour la compression du signal, on procéde légérement différemment. On écrit

fr=fr-1+dj-1

la décomposition de f; sur V; = V;_1 & W;_1. Les coordonnées de f;_1 et dj_1 dans les bases
de Vj_1 et Wj_1 peuvent étre calculées grace a des relations de récurrence similaires a celles
utilisées dans l’algorithme en cascade.

Puis on recommence 'opération avec fj_1, fs_2, etc. Au final, approximation initiale f;
s’écrit comme la somme d’une approximation grossiére de résolution j et de fonctions de détail :

fr=Fi+dj+dja+---+dj,

avec f; € Vj et d € W}. L’opération de compression consiste & garder intacts les coefficients
de "approximation grossiére et pour chaque niveau de détail, ne garder que les coefficients de
grande amplitude.
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